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This paper deals with classical solvability for all t of semilinear parabolic 
equations u’ + A(t)u = f(t, x, u, Vu ,..., Vzm-iz~). It is shown that the right side 
is allowed to grow faster than 1 V”u 1’ in V”u if a Holder norm of u is known 
a priori. In the second part an example is given where an a priori estimate of 
a Holder norm of u is available. Moreover, we give a new maximum principle. 
0. EINLEITUNG UND BEZEICHNUNGEN 
In einer kiirzlich erschienenen Arbeit [5] behandelte Ivanov die Frage, wann 
bei gleichm23ig elliptischen quasilinearen Gleichungen 
die rechte Seite starker als quadratisch in Vu wachsen darf und man dennoch 
zu den fur die Losung des Dirichletproblems erforderlichen a-priori Schranken 
gelangt. Ivanov bewies, da& wenn man eine Halder-norm von u a-priori 
abschatzen kann, die rechte Seite wie 1 In 1 Vu 1 1 1 Vu I2 wachsen darf, und fiihrte 
in [5] eine Klasse von gleichm%Dig elliptischen quasilinearen Gleichungen (I) 
ein, deren Liisungen eine a-priori Schranke fur ihre Holdernorm unter der 
obigen Wachstumsbedingung an die rechte Seite gestatten. Wir iibertragen nun 
zunachst das Resultat von Ivanov in der Weise auf das Rand-Anfangswert- 
problem fiir parabolische Gleichungen 
u’ + A(t) u =f(t, u, vu )...) vfm--lu), A(t), t 3 0, (11) 
ein positiver elliptischer Operator der Ordnung 2m, da0 wir folgendes beweisen: 
Kann man bei der zu einem Anfangswert + E C”(Q), p eine feste Zahl mit 
0 < p < 1, zunachst lokal in t > 0 existierenden klassischen Losung u auf 
jedem Existenzintervall 11 u(t)lj,g(o) a-priori abschatzen, so la& sich die Losung 
auf (0, cc) fortsetzen. Dabei ist f eine hinreichend regulare Funktion, die 
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beziiglich G”lu wie 1 C”lu /s+ mit einem von f abhangigen p ~> 0 und beziiglich 
der anderen Ableitungen entsprechend wachsen darf. Der Beweis fur diese 
Aussage ist rein funktionalanalytisch. 
Wir wenden unser obiges Resultat an, urn im Falle Zm ‘> ni2 die Existcrtz 
einer klassischen periodischen Losung fur 
zu beweisen. Dabei ist f eine Funktion wie oben mit der vorgegebenen Periode 7 
in t, g eine hinreichend glatte Funktion, die beziiglich f ebenfalls die Periode ‘1 
besitzt, und E muB unter einer im wesentlichen nur von supo~t~T ii g(t) iLz(!?, 
abjangigen Schranke liegen. In (III) darf man .-l such durch einen zeitabhan- 
gigen in t mit der Periode T periodischen Operator J(t) ersetzen, wenn nur 
geeignete Negativitgtsbedingungen an die zeitliche -4bleitung gewisser gebro- 
chener Potenzen von A(t) erfiillt sind, doch gehen wir hierauf nicht weiter ein.---- 
In einem Anhang beweisen wir ein Maximumprinzip fur parabolische Gleichun- 
gen beliebiger Ordnung. 
Wir fiihren einige Bezeichnungen ein. Sei .Y ein Banachraum. Lnter 
Cy([O, T], X) verstehen wir den Banachraum aller bis zur Ordnung v stetig 
differenzierbaren Abbildungen von [0, T] in X. Mit C’ ([O, T], X), 0 < a < 1, 
bezeichnen wir den Banachraum aller bis zur Ordnung v stetig differenzierbaren 
Abbildungen U, fiir die 
endlich ist. Lp((O, T), X), 1 < p << ;o, ist der Banachraum aller mebbaren 
Abbildungen u: (0, T)-• .ri mit Norm 
bzw. ess sup ), ~(t)~\,~ . 
,I‘ t::T 
Q ist stets eine beschrsnkte offene Teilmenge des R”. HI’,“(Q) ist der Banachraum 
aller auf Q erklarten meI3baren komplexwertigen Funktionen mit in U’(Q) 
liegenden Distributionsableitungen bis zur Ordnung 12. Seine Norm wird mit 
ii sly,,) oder // . IIHY,p(SI)) bezeichnet. &v*p(SZ) ist wie iiblich die Vervollstandigung 
von CaZ(J2) in der HY*P(Q)-Norm. Die Norm von C”([O, T]), H”,P(Q) bezeichnen 
wir mit 1; lIIV,p . 
Wir werden h&fig Funktionen betrachten, die auf (zr : -= [0, T] x 0 stetig 
sind und for die 
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mit einem y, 1 > y 3 0, endlich ist. Wir setzen dann 
llllflllle (r) := SUP 
te~O.~l.r,ll~~llC-Vl4~~nd 
I Jk 4 - f(c Y)l* 
Im Falle y = 0 schreiben wir such \ijfijl statt Iljf~/lo,or * C(a) bzw. CY+$?) 
ist der Banachraum der auf a erklarten stetigen komplexwertigen Funktionen, 
die in Q v-ma1 stetig differenzierbar sind und deren partielle Ableitungen bis 
zur Ordnung v auf 0 stetig bzw. hiilderstetig mit dem Exponenten (Y sind. 
Die Norm von Cb([O, T], Co(Q)) werde mit I] * I]%, die von CO([O, 7’1, cY+m(@ 
mit 111 . II/y+or bezeichnet. Handelt es sich nicht urn das Interval1 [0, T] sondern 
urn ein Interval1 [a, b], so schreiben wir such ]I * ]]U,[a,a~ bzw. II/ . Ijlv+ol,[a,bl . 
111 * Illa oder II/ . /Ila,[a,bl gebrauchen wir such im L”-Sinn. Wir sagen, da0 Q zur 
Klasse Cv+u gehort, wenn fur 3sZ lokal eine Darstellung X~ =4(x1 ,..., xk-r , 
xk+l ,.**, x,) mit + E cV+~ gilt und Q lokal auf einer Seite von 352 liegt. Fiir ein 
beliebiges 6 > 0 setzen wir Q, : = {x I 1 x - y 1 < 6, y E Q}. 
Die Norm von C(D) bzw. cY+ti(a) wird mit I/ . 11” bzw. [I . Ijv+a bezeichnet. 
AuBerdem benutzen wir die Abktirzungen jl . IILp(o) := 11 . /jo,g und HY(Q) := 
fP(52), fb(Q) := Ibz(.Q) sowie 11 . 11 := I/ . 110,2, 
D. .= Ia 3 * a axj ’ DE:= fiDyi, 
wobei a ein Multiindex mit dem Komponenten aj E N u (0) ist. N bedeutet 
stets die Menge aller positiven ganzen Zahlen, [w+ ist die Menge aller nicht- 
negativen reellen Zahlen. 
I. A-PRIORI SCHRANKEN UND EXISTENZ REGULXRER L~SUNGEN 
FCR SEMILINEARE PAR~BOLISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 
T, m und p seien im folgenden beliebige feste positive Zahlen, 0 < p < 
2m(2m - 1)/(2m + 1)3, m E FU. Sz sei ein beschranktes Gebiet des [Wn mit dem 
Rand 8Q, das von der Klasse C4m sei. N sei die Anzahl aller n-Tupel 6 nicht- 
negativer ganzer Zahlen mit I g I = 2m - 1. 
Es seien Abbildungen 
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gegeben mit folgenden Eigenschaften: 
mit einer positiven Konstanten M. \Veiter setzen wir im folgenden 
Fur unsere Zwecke wird es sich als giinstig erweisen, A(t) und A,,(t) gleichzeitig 
zu vcrwenden. 
1Vir setzen voraus, da13 alle h E c mit Re X ‘s 0 in der Resolventenmenge von 
A(t) in CG(&?) bzw. A,(t) in P(Q) liegen mogen. 
Nach [3, S. 108f.l zeigen unsere Annahmen iiber i3,(t) insbesondere, daR 
fur jedes t E [0, T] der Operator A,(t) mit Definitionsbereich D(A,(O)) eine 
analytische Halbgruppe in U’(Q) erzeugt. Dariiberhinaus liefern sie die Existenz 
des Evolutionsoperators, d.h. einer Operatorenschar 
:U&. T) j U,(t, T) E eY(L~(G?)), T “-: t ) T , . O{ 
mit folgenden Eigenschaften: 
1. IJp(t, T) ist stark stetig, 
7 -. U,(t, T) ist stark stetig differenzierbar fur T 3 t -) T > 0, 
3. U,>(t, r) bildet fiir T :> t > 7 > 0 P(Q) in n(A,(O)) ah, 
4. Es ist 
“y T, + -4,(t) U,,(f, 7) = 0, T --_ f . T . . 0, 
U,(t, t) :-: I. 
Die Einschrankung von UD(t, T) auf C?(Q) bezeichnen wir mit U(t, 7). 
. . . bedeuten im folgenden Konstanten, die von Q, n, m, T, 11 -& 11; , M, 1; 
od:ra:cb von Q, 71, m, p, T, II; A, lIlq , !I!/ A, lljls , ,V ,p abhingen. Andere Ahhan- 
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gigkeiten sind angegeben. Wie in [7, S. 240-243; 81 bewiesen wird, bildet U(t, T) 
fur t > T den Raum 0(o) in Cem+~(~) ab, und es ist 
(1) 
Bekanntlich ist 
e-c,(t-T) 
A(t) U(t, T) u, u E C+(a), ist dariiberhinaus stetig, 2 > 7. Wie in [7, 91 durch- 
gefuhrt, lassen sich von A,(t) in sinnvoller Weise die gebrochenen Potenzen 
A,ll(t), 0 < p < 1 bilden, und es ist 
Entsprechend lassen sich nun such von A(t) die gebrochenen Potenzen sinnvoll 
bilden, und man hat (0 < p < I, T < t): 
[S; 9, S. 2481. Wie ebenfalls in [9] bewiesen wird, ist 
wenn nur 0 < /3 < 1 - f2/2m, p E (((2m - 1 + /3)/(2m + 7)) + Q/2m)), 1) ist. 
Aus [7, S. 247 folgt, daB 
ist, wenn p, 0 < p < 1, hinreichend nahe bei 1 liegt und p > n(l - p) ist. 
Wir hatten zwar eingangs p fest gewahlt, doch sei erwlhnt, daO die eben 
aufgefiihrten Aussagen fur alle 9, 0 < p < 2, gelten. 
Wir kijnnen nun unser Hauptresultat formulieren: 
SATZ 1.1. Seij : R+ X B x @ X P X ... x Cl” + 62 von der Klasse C2. Sei 
# E C+(O). Sei 0 < a, y < 1, 2or < (2m/(2m - 1)) 9 - 7, 0 < y < 1 - (0z/2m)- 
Dann hat die Integralgleichung 
ii(t) = U(t, 0) 4 + It U(t, &(a, 22(u), Vi+),..., V‘+%(G)) du (7) 
n 
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genau eine Losung i mit 
,\. 2112 I 2m - l + fi + “y < y < 1 _ 2NI. - ~___.__ 
2m + OL 2m (2m -1.~ 1)’ ’ 
il’ -t -4(t) I -1 f(t, 2(t), Vii(t),..., P%qt)) :=: 0, (11) 
T .<. T, zoenn folgendes gilt: 
1. i ist hinreichend klein, 
2. Voraussetzung iiber die Existent einer a-priori-Schranke fiir eine “niedrige 
Norm” von u: Sei si ein Element wie oben. Dann ist 
I/ fqt)l/j. 6 c, 0 < t :c. r 
mit einer von p unabhangigen (aber miiglicherweise von T, ; 4 11~ , n, m, 9, M, 11 A 11; 
abhangigen) Konstanten c. 
3. Voraussetzung an f: Fur jedes Element u E C~J+1-6(~) und fiir all 8, 
0 -< 8 < 1, ist 
2n-I 
/ f(t, u, Cu,..., VPn’-lu)~/g :< ~(11 u iio) . 1 + C ~ Vu V6 Yu ~(anr’v)-l+Oy 
t i 
(12) 
,,=I 
mit einer monoton wachsenden stetigen Funktion p: R i -+ R- und positiven Zahlen 
py , die der Ungleichung 
1 
P” <,< 
2mf 
--- i --- _ 2a: - v-y v 
p), p” .I- 1 , (13) 
geniigen. 
BE~KRKUKG. Die Voraussetzung 2. verlangt nicht, day ~, i(t)& fib jeden 
Anfangswert 4 E C?(G) a-priori abgeschatzt werden kann, sondern nur, day jedes 
J mit den Eigenschaften (7) bis (11) und demselben fest gewahlten Anfangswert & 
a-priori abgeschatxt werden kann. 
Hei der Wachstumsbedingung (12) wird in W’ahrheit nur gefordert, da13 
I 
! 
2mj 
pv;--, ---- v-y " al 
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und <I ist, da man durch geeignete Wahl von 01 sowohl erreichen kann, daf3 
1 
c 
596 p”<- __- 
v-q v 
.&- . 
Y 1 
ist, als such, da8 201 < (2m/(2m - 1)) y - p ist. 
Zum Beweis beniitigen wir den folgenden 
HILFSSATZ 1. 
Dunn ist 
S&en 1,LEN,O~P~oi<l,O~y<l,l <L,uECLta(Q). 
Beweis. Der Beweis wird so ausgefiihrt wie in [1, S. 2511. Vgl. such [7, 
[7, S. 255, (A8) und (A9)]. 
Wir kommen nun zum 
Beweis des Satzes I. 1. Wir befass en uns zunachst mit der Herleitung von 
a-priori Schranken fiir Lijsungen der Integralgleichung. 
C(t) = U(t, O)+ + s,’ U(t, u)f(u, ii(u),..., Vzm-S(u)) do (14) 
mit den Eigenschaften (8) bis (11). W’ lr wenden auf beide Seiten der Integral- 
gleichung (14) k(t) an mit (2m - 1 + ,@/(2m + a) < y < 1 - (ru/2m). Dann 
ist 
. lIj(u, C(u),..., V2V2(u))li, da 
(hdVh+&,) (l-b-$) /h-l+,%#)) 
1 ’ 
da 
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wobei wir unseren Hilfssatz angewendet haben. Sun ist 
wenn nur 
ist. Hieraus folgt sofort: 
ty-(a:2m) Ii Zl(t)l~,,p,+, cl cl7 . r(i;l 22 1; G , ?;, I), 0 t T. (ihi 
Damit haben wir //I t~+(~l~~% 1/12m--1+8,[0,~~ , p < T, a-priori abgeschgtzt, wenn 
wir nur /Ij zi /Ij9 a-priori abgeschstzt haben. Letzteres ist aber durch Voraussetzung 
2. garantiert. Wir wollen nun mit Hilfe des Iterationsverfahrens die Existentz 
genau eines 1 mit 
beweisen, das der Integralgleichung (7) gcniigt. Dabei ist zunlchst zu beachten, 
da& weil f von der Klasse C” ist, 
Dabei ist g”(t) = vt, 0 < t < I/V, und g”(t) = 1, I/~ < t 5; 7’. 11~ ( 7‘ vor- 
ausgesetzt. Dann M3t sich die Integralgleichung 
u,(t) == Jot U(t, a)“& U”(D) + q(u),..., V2”1--1(u,(u) -I- Fv(cr),) do 
auf einem hinreichend kleinen, von v unabhangigen Interval1 [0, To], &en, und 
zwar unter Anwendung des iiblichen Iterationsverfahrens. Die u, liegen dabei 
in CO([O, To], C-7”-1+S(o)) und die jl/ tv+(a~i7”)u, jllB,ri--l+P,[O,TO~ bleiben gleichmSGg 
beschrinkt. Die mathematische Hauptaussage in den drci letzten Sgtzen liegt 
offenbar in der Behauptung, die 1~1 t~+(a120L)u, ~,ls ILPliB,[O,TO~ seien gleichartig 
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beschrankt fur ein von Y unabhangiges Interval1 [0, T,,]. Wir wollen den Beweis 
hierftir durchfiihren, zumal der beim Iterationsverfahren erforderliche Be- 
schranktheitsbeweis ahnlich verlauft. 
Wir haben 
s t -eJ-0) G o , ,““% ,v+(a,2m) A %(~)/I0 + II V” II”) 
( 
297-l 
((2m-(2m9!V)+OL+Gy(V--9))l(2m-l+0-~)) 
* 1 + c (l/%b)ll2m-l+B + II %(U)//2va-l+d 
"=l 
. (1, u,(u)lI+ + 1, v,(a),,~)l-((Y+n-9)‘(2m-1+4-3)) 
. (II %(U)Il9 + II %(m ((2m/v)-l+Py)(1-((V-9)/(2m-l+a~))) &. 
1 
Nun ist 
.+01-q 
l-2?r-l+B-p + (+ - 1 + P”)(l - zrn -“,--$j _ y) 
^ 
<2m l+lyf, ( 1 (18) 
wobei wir py durch (l/(v - f)) ((2mf/v) - 2or - 7) nach oben abgeschatzt 
haben. Nach unserem “Maximumprinzip” im Anhang ist 
Nach [7, S. 238; 9, S. 2481 ist weiter 
und somit 
G c24 
e -c250 II 4 lb 
u~9/2m~~l-~~v+rr-9~l~2m-1+B-)‘r~~+~~2mlv)-l+~y~~1-~~v-3)l(2m-1+B-3)))~ . 
Wegen py < 1 ist der Exponent von u < p(l + (1/2m)) < 1, weil insbesondere 
p < & sein sollte. Gema unserer Voraussetzung an pv gilt (18). 
Somit ist 
((2m (2mlv)~+n+P,("-~))l(2m-l+a-~)) II d412,-l_iB G C26 u&li+liG, 0 < 0 G 1, 
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und 
Each unseren Voraussetzungen ist y + (42~2) +- g(1 -+ (1/2m)) < 1. Hieraus 
folgt in der Tat die gleichartige Beschrgnkheit von ,!I t~+~l-l~‘%~ 1,;2,,1--1+8,[U.T,1 auf 
eienm von v unabhangigen Interval1 [0, T,]. Wegen (17) erhdt man fur E$ , 
0 <el < T,, 
woraus folgt, da8 die (t - E~)Y~(~~+.L, eine Cauchyfolge in C”([E~ , ;rOJ. 
~2~l+S’@)) b’ld 1 en, wenn die z(~(~J eine Cauchyfolge in C”nl-l+*‘(~) bilden. 
Dies kijnnen wir, notfalls nach fibergang zu einer Teilfolge dcr Folge {Us:. 
fiir alle /I’, 0 < /Y < ,6, voraussetzen. Setzen’ wir nacheinander e1 
lh l/O + I),..., wobei l/A < T,, xi, so kiinnen wir - notfalls nach immcr 
wiederholtem ijbergang zu Teilfolgen - voraussetzen, daO die u,, fur jedes E, . 
0 < E, < T,, , in O([Q , To], C 2nz-1+~’ B)) eine Cauchyfolge bilden. Der Limes ( 
sei u. Wir haben 
wobei o(t) := ZJ(t, 0)4 ist. Nattirlich ist t~‘-(~ z’l’J~ E C”((0, r,J, (‘i”J r 13(Q)) n 
L”((O, To), C&w 1’ “[j-j)) und 1~; t~4n/Btu) u ll~~“((,,,~~).(.~~,~-~, a(a)) M3t sich durch 
die gleiche Schranke beschranken wie die ‘11 P”-(~!~‘~~)u, !?.‘i,, , n.tn T 1 IVegen ’ 0 
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Lassen wir somit in (19) q gegen Null gehen, so folgt: 
u(t) = j-’ U(t, u)f(u, u(u) + w(u),..., P-In(u) + V2m-lv(a)) da, 0 -< t < To . 
0 
Die Zulassigkeit des Grenziibergangs: or ---f 0 beim Integral in (19) rechts folgt, 
indem man wie oben, d.h. wie beim Nachweis der gleichartigen Beschrinktheit 
der III t yT(a’am)~, ~~i~,,-r+a,lU,T,j  den Integranden abschatzt. Nun liegtf(a, U(U) + 
w(u),..., P-%4(u) + v-1 V(D)) fur jedes 8, 0 < 6 < To und fur alle p > n in 
C”([6, To], P(Q)). Daher gibt es nach [6, VII, Theorem 10.41, genau ein 
g E Lp((S, T), EPp(Q)) n D’((6, T), 8vrh-~(Q)) 
mit 
g’ E LW, T), WQ)), 
g’ + A(t)g =j(t, u(t) -+ w(t),..., V**-lu(t) + Pm-12(t)), 
g(S) = 0. 
Nach [7, Satz Ll], folgt: 
g(t) = 6’ U,(t, a)&, u(u) + v(o),..., P%(u) + V*“-%(u) do, 
also g(t) + U(t, 6) u(6) = u(t). Wie in [7, S. 2481, zeigen wir, daD ]I Vvu ]]Q[_s,~,I ,
I] Vyw (]~,,[s,r,~ < 00 fur ein kleines ~a > 0, Y = 0,. .., 2m - 1. Weil f von 
der Klasse C2 ist, ist such Ilf(t, u + w ,..., V2m-1u + V2n’-1v)]l~,,ts,T,l endlich. 
Hieraus folgt wie in [9, S. 2611 dal3 u + ‘u die Eigenschaften (8), (9) und (ll), 
bezogen auf (0, To), besitzt. Wir miissen nun, urn den Beweis zu vollenden, u 
iiber To hinaus bis T einschliel3lich fortsetzen. Dazu dient uns die a-priori 
Schranke (16) fur u + U. Wir betrachten die Integralgleichung. 
u(t) = C’(t, To/2) u(To/2) 
s 
1 
+ U(t, u),f(u, u(u) + w(u),..., V2m-‘u(u) + V2”‘-‘z(u)) da, 
T”i2 
auf die wir den Schaeferschen Fixpunktsatz anwenden wollen. Jedem Element 
w E C”([To/2, ?‘I, Cena-r+fi(g)), To/2 < ?’ < T, ordnen wir das Element 
Yw(t) = U(t, TJ2) u(T,/2) 
+ d /D 
U(t, u)j(u, W(U) + w(u) ,..., vZ’%u(u) + V211,%(u)) da (20) 
” - 
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aus C”([1;/2, T], CT)1 -lTa(.R)) zu. We eben zeigt man, da13 dann -721: sogar in 
C~4[7’,,/2, ?I, Can’--17 Bit%) liegt fur ein hinreichend kleines l y > 0, und, da13 
sich ]I W--izu ]JE,~tT,ia,~j durch ,:i w \iiz,~i+l+a,tr,is,~l abschatzen Ia&. Ebenso folgt 
durch Anwendung von A,“(t) auf beide Seiten von (20) leicht, da13 .T den Kaunr 
C”([T,~2, ?I, cc “‘J1-mi*-B Q)) stetig in sich abbildet. \\‘ie eben zeigt man, da13 dre (- 
Fixpunkte u7 von T.?, 0 < T < 1, die Eigenschaften (8) (9)und (10). bezogen auf 
(T&2, ?‘] besitzen. Ebenfalls wie eben zeigt man, da13 
11” _ --l(t) UT : Tf(f, U’(f) + u(t),..., ‘;“‘J’ W(t) -7’1 ‘c(t)). 
u’( T,,/2) = TU( T”i2), 
ist. Hieraus folgt mit (20) durch Anwendung van .4,,“(t) auf beide Seiten, dal! 
alle Fixpunkte von 7-T in C”([To/2, ?I, C37rLm l D(a)) beschrankt sind, wenn 
?’ ~ Toi2 hinreichend klein ist. Der Fixpunktsatz van Schaefer liefert nun die 
Existenz eines Fixpunktes von .T. Die GrijlSe von ?’ 7’,,:2 kann offenbar in 
Abhangigkeit von !I u(T~/~)~,~,,, b es immt t werdcn. -411s der a-priori Schanke (I 6) 
fur ‘1’ u ,2,,1 1 ~-8,[s,rl ? 0 < 6 < 7”‘, folgt, wie ehen erlautert, einc solche fur 
]I PnJ~ iu ]]~:,,tfi,~i;l und damit wie in [9, Kap. \‘I], einc solchc fur u L,,,,,~~,~J 
Daher durfen wir ?’ ---_ T setzen (wegen (17) ist u lokal in t cindeutig bestimmt). 
Durch Zusammensetzen an der Stelle To/2 gewinnt man ein zi u ‘- z’ mit den 
in Satz I.1 genannten Eigenschaften, die man ebenso nachweist wie hei den 
Intervallen [S, T,,]. 
I I. ANWENDUNCES 
Sei [q], q E R, die griiI3te ganze Zahl <q. \Vir fiihren cinige neue \‘oraus- 
setzungen ein. 
Sei 
0 ~. . f < min 
) 2m(2m - 1) 
1 (‘m-1-1)3 ’ 
\-on unseren elliptischen Operatoren .4(t) setzen wir zusatzlich voraus, dab 
sie die Gestalt 
besitzcn mit 
d.h., die ii(l) sind formal selbstadjungiert. 
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Weiter sei 2m > n/2. f” genijge den Voraussetzungen in I., insbesondere der 
Wachstumsbedingung 3. aus Satz I.1 mit 
py < min 
1 1 ( 2mp n n 2m __ --y, V-p 1 !p P” < 1. v n - 4m + 2v V 
Hierzu ist zu bemerken, da8 wegen 2m > n/2 stets (n&n - 4m + 2~)) - (2m/v) 
s 0 ausfallt. Endlich setzen wir vonfnoch voraus, dal3 
I f(t, x, vo ,...? u2m-I) - f(t, x, uo ,.*., UZrn-dl 
2m-1 
,< AI no I + I vo I> c (I % I + I U" o(2m'v)+~v-1 . I U" - % I 
v=l 
ist fur all (t, x) E R+ x D und alle (v. ,..., z~a+i), (u. ,..., ~~,,+t) E C’, wobei 
U, , ZJ” E CJ”V ist und N, die Anzahl aller Multiindizes a des Rn mit ] 2 / = Y 
bedeutet (A = No + ... + Na,-a + N). Dann gilt: 
HILFSSATZ 11.1. Es ist 
undfiir a, 0 < a? < 2m - (n/2) - [2m - (n/2)], ist 
II u II (y(Q) G c3olI hv) u II! u E N2"(Q) n P(Q), O<t<T, 
wenn p, 0 < p < 1, hinreichend nahe bei 1 gewiihlt wird. 
Beweis. Auf Grund wohlbekannter Sobolevscher Einbettungssatze haben 
wir 
(i I V”u I 
(4nzlv)+((Zn/(n-4~+2v))-(4m/v)) dx 1'2 
n 1 
G C36ll A,(t) u II (zm/v)+((n/(n-lm+zY))-(m/v)) 
und 
II u II p(n) < c37 II A,(t) u Il. 
Die Behauptung des Hilfssatzes folgt jetzt mit Standardschhissen (Vgl. [IO, 
Kap. III; 3, S. 178/79]). 
HILFSSATZ 11.2. Es ist 
ICI V”u I i I vu I) (2WXid+O,-1 , V"u _ V"v , 12 Js)"' 
< c3&l/ A,“(t) u II + I/ Az”(t> v ll)(2m’V)+~~-* * I! A,V)(U - 4lL 
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24, z’ E H*“‘(Q) n f+(Q), wobei fii~ p die Zahl aus Hilfssatx 11.1 gewiihlt werden 
kann. 
Beweis. Nach der Holderschen Ungleichung gilt 
‘ih-l ! vwu ~.~. \;“T I)” &)l “ 
ist. Dann sind q2v, qls > 1 und (l/q,“) $ (l/ql”) == I. Mit Hilfssatz II.1 folgt 
nun das gewiinschte Resultat 
HILFSSATZ 11.3. Sei R > 0. Sei $ E D(A,o(O)), ii A,o(O) 4 // :< R.l Sei 
g E C’([O, Tl, @(Q), wobei T die eingangs ein<yefiihrte positive Gr@e ist. Dunn 
hat die Integralgleichun~g 
u(t) U(f, 0)~ -+ j”~ U,(t, a)(ef(u, u(a), au(u),..., ~“‘Lrn-lu(u)) i g(u)) clu (21) 
genau eine LGsung u E CO([O, T], D(A,“(O))), zL’enn nur ca9c < Ed (R, /Ii g //ir.z(n)) 
mit einer ‘~‘on R. /,i g I/‘Lz(sa) anhiingigen Schranke EJR, ‘Ii g ‘ljLz(I?)) ist. 
Beweis. Es ist I/ A,O(t) U2(t, u) A;“(o)\\ < cgoe-eql(l -o) und ,/ A2P(t) U2(t, c)l, : 
C42e-Ca3(t-u)/i t - u 1~) T 2 t > 0 > 0. Der Hilfssatz folgt jetzt leicht mit Hilfe 
des Banachschen Fixpunktsatzes sowie Hilfssatz II.1 and 11.2. 
Megen f (t, u, Vu,. .., Vzm--lu) EL~((O, T) L”(Q)) folgt nach [6, VII, Theorem 
10.4; 7, Satz Al], da0 u ~~((0, T), P”(Q)) n L”((0, T), e”‘(Q)), u’ cL2((0, T), 
L”(Q)), 
u’ ~;- A(t) u - ef (t, u, vu )...) w- ‘24) $- <e(t) 0. 
Wir sctzen nun voraus, dal3 die Aso nicht von t abhanging und schreiben 
A z A(t), A, -: AD(t), t ::o. 
Dann gilt der 
1 A,(t) ist selbstadjungiert [2, Theorem 5 iii]. Nach [4, Sate 31 ist daher D(A$(t)) 
D(A,qO)), ‘I A&t) A,“(O)ll < j\ A&) A,‘(O)‘I, t > 0, 0 < p & I. 
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HILFSSATZ 11.4. Sei C$ E fPh(Q) n f@(Q). Lkm~ ist 
j/ A2Pe-fA~~ /i > e? I/ A;$/', t>O 
mit einer positiven Konstanten h. 
Beweis. Sei w(t) = e-‘““$. Dann ist 
WI + A,w = 0, t 3 0. (22) 
Weiter ist w(t) E D(A,“), t > 0. Skalarmultiplikation von (22) mit A*pw liefert 
daher: 
(d/d) /I A2”w(t)~~* + ~1 A;‘2P+1)‘2)w(t)!/2 = 0, t > 0. 
Nun ist // A$f21)+1)w(t)/12 > 11 Az”w(t)l? mit einer positiven Konstanten h, also 
(d/h) 11 APDw(t)~12 + h !’ A2‘b(t)I12 < 0, t > 0, 
II A, ‘eCtAz+ ‘j = ! A21)w(t)~l >< eCAt /I A,“+ /I, t > 0, 
was zu beweisen war. 
Fur die Losung u unserer Integralgleichung nach Hilfssatz II.3 gilt offenbar: 
lI.f(4 u(t), VWY., F’“-‘u(t))ll < K(R) 
mit einer von R abhangigen positiven Konstanten k(R). Demnach ist 
Wenn wir etwa fiir R die GrGl3e 
wahlen, so ist mit /I A,%$ /I < R0 such I/ A,%(T)/! < R, , wenn nur 
6 < co = dn, m> M,g, I lg Iiir-=((o,r),m)) , Qn, ~11 V”‘-& II;) (23) 
ist, wobei E,, eine von den in den Klammern stehenden GriMen abhangige 
positive Zahl ist. Offenbar ist 
wenn 0 < c4 < I - p. W’egen der Kompaktheit von A;‘4 ist also die Menge 
aller Endpunkte A*%(T) zu Anfangswerten C$ E D(A,o), // A,04 11 < R,, , kompakt 
in L2(Q). Wir definieren nun eine Abbildung T, die jedem 4 E D(A,p) mit 
11 A,%# I/ < R, das Element A,%(T) zuordnet, wobei u die Losung der Integral- 
gleichung (21) aus Hilfssatz II.3 ist. Dann ist .Y({$ 1 + E D(A,o, Ii A204 11 < RO}) 
kompakt und liegt in {$ 14 E D(A,o), 11 AZo$ 1 < R,,). Q’ie man leicht zeigt, ist .P 
such stetig. Es gibt also ein YE D(il?p) mit Y = FPv. 
BEMERKLTG. Statt eine Kleinheitsbedingung all t u”u stellen, kann ma?l, urn 
einez Fi.ypunkt der Abbildung JT zu gewinnen, am-h eine Kleinheitsbedingung an R,, 
stelletr. ~~- Die Schranke fiir E hiirqt im zcesentlichen nur ran ~ ,g IT 1(“.T).I.“b?~i 01). 
Knser n&hstes Ziel besteht in der Kegularisierung der oben gewonnenen 
l&sung II mit u(0) Y - u(T). Zunschst folgt aus Hilfssatz 11.3, dais Y in 
c‘+(Q) lie@. Hieraus folgern wir: 
S.432 II. I. *Yei g(t) g( 7’ + t), t ’ 0, E 5. E,, . Sei II PIMP peviodische I,osut~q 
‘L’o77 
11’ c .Q4 -/- cf(t, u(t), Vu(t),..., C”jl’ ‘u(t)) ,y(t) 0 
xie ebrv hrrgelktet. Dann ist 
u’ E C”([O, I’], c?(Q), 
u E C”([O, I”], c2T’t+ ‘$2)) 
wit einem hinreichend kleinen cj . E,, ist die Schranke aus (23). 
Beweis. %u Y E C+(Q) gibt es gemsf3 Satz I.1 genau eine LGsung der Integral- 
glcichung (7) mit den Eigenschaften (8) bis (I I) (Man setze d Y, es ist 
lJ(t, 4 e -(1- OjA), E < en , weil die zuzunachst lokal in t existierende LGsung 
der Integralgleichung (7) mit den Eigenschaften (8) bis (1 I) dort, wo sie existiert, 
mit der vorher gewonnenen LGsung der Integralgleichung (21) iibereinstimmt 
und dann, weil wegen Hilfssatz II.3 Ii’ u 11~ beschrsnkt bleibt. M’egen u(T) Y 
ist YE C?“f -“s(Q), PY ~ iQ ~ 0, 5 2: m - I \Vic aus dem Beweis von 
Satz II.1 hervorgeht, ist 
cndlich. Somit folgt wie in [S, S. 2611: 
1” P- -I(’ ,“(.t(U, U(U), Vu(u) )...) V2~‘f-1u(u)) J-g(u)) du 5 C”([O, T], C?-(Q)). (24’1 
. 0 
Bleibt noch der Term U(t, 0) Y =: e~-*AY zu untersuchen. \\‘egen u(T) Y 
und der Periodizit%t der Aa und g ist 
z/(7’, x) -t AY If (0, Y, VY ,..., -i- ‘Y) i .(7(O) 0. (25) 
Nun ist e f,4Y 8 C”([O, T], W7”*I’(Q)), p > I, woraus mit (24) folgt: u f: Cl([O, 7‘1, 
my) n C”([O, T], H*“‘,P(SZ)). Also ist u’(7’, X) :> ~‘(0, .x). Also crfiillt Y nicht 
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nur die Vertraglichkeitsbedingung o-ter Ordnung in [6, Kap. VII], sondern 
sogar die Vertraglichkeitsbedingung erster Ordnung. Hieraus folgt mit [6, 
Theorem 10.1, Kap. VII], da0 
24 E CO([O, T], c2m+fyi2)), 
u’ E C”([O, T], P(Q)) 
ist. 
BEMERKUNG. Satz II. 1 l+‘t sich such auf semilineare parabolische Gleichungen 
au/at - a,?(t, x) uzirj = f(t, x, 24, VU) 
anwenden, wenn man / au/at 1 nach einem Maximumprinzip abschiitxen kann. Die 
rechte Seite darf dabei bexiiglich Vu stiirkeres als quadratisches Wachstum besitzen, 
niimlich / In Vu 1 1 Vu I2 (s. hierzu 5, Theorem 21). 
ANHANG: EIN MAXIMUMPRINZIP ~ii~ PARABOLISCHE 
GLEICHUNGEN BELIEBIGER ORDNUNG 
{A(t) / t > 0) sei eine Schar elliptischer Operatoren wie in Kapitel I. Sei 
weiter 7 jetzt irgendeine Zahl mit 0 < f < 1. Dann gilt 
SATZ Al. Sei f E Ll((O, T), C~@)). Sei u E L2((0, T), H2”(Q)) n L’((0, T), 
&$f2)), u’ EL~((O, T), L2(Q)), u(0) = 4 E C”(Q) n I+(Q), 
24’ + A(t) u +f(t) = 0. 
Dann ist 
Beweis. Wie aus Satz 1 in [7] bzw. [8] folgt, ist 
i/ U(t, 0) v II&=& < c45 II v 119 3 t > u, w E Cql). 
Wie in [7, Kap. 4A], folgt, daR u die Integraldarstellung 
u(t) = W, O)$ + ff W, df(u) do 
‘0 
besitzt. Beidseitiger iibergang zur CO(Q)-N orm liefert nun die Behauptung. 
BEMERKUNG. Falls die A(t) von Divergenzstruktur sind, gilt (26) such fii~ 
schwache Liisungen der Gleichung u’ + A(t) u + f(t) (Vgl. hierzu [7, Kap. 4B]). 
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